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[bookmark: _Toc318278142]Задача за Свързаност

Да предположим, че са дадени последователност от двойки цели числа, където всяко число представлява някакъв обект и ние четем означението p-q като „p е свързано с q“. Приемаме, че връзката „е свързано с“ е транзитивна, т.е. ако р е свързано с q и q e свързано с r, то и p е свързано  с r.
Искаме да можем бързо да:
· Намираме множеството, към което принадлежи определен елемент
· Обединяваме множества, към които принадлежат определени елементи 
Първата стъпка в процеса на създаване на ефективен алгоритъм за решаването на дадена задача е да се създаде прост алгоритъм, който решава задачата. Ако за дадените ограничения, този алгоритъм се окаже достатъчен, то не е нужно да мислим по-сложен алгоритъм. Ако обаче не се окаже достатъчно ефективен,  и има нужда от по-ефективен алгоритъм, то простата реализация ще ни послужи за сравнителен анализ на резултата и времето за изпълнение на двата алгоритъма. Винаги целим ефективност, но основната цел при разработването на първия вариант на програмата е тя да дава вярно решение.
За да можем да изпълняваме операциите обединение и намиране ще използваме масив от цели числа, по едно за всеки обект, съдържащ необходимата информация.
[bookmark: _Toc318278143]Алгоритъм 1. Решение с бързо намиране    
Следната програма чете двойки числа, интерпретирайки ги като „свържи p към q“ и извежда двойките, които все още не са свързани. Тя поддържа масив id,  имащ смисъла p и q са свързани, когато id[p] == id[q].
#include <stdio.h>
#define N 1000
int id[N], p, q;

int main()
{
	for(int i = 0;i < N;i++)
		id[i] = i;

	while(scanf("%d%d", &p, &q) == 2)
	{
		if(id[p] == id[q])
			continue;

		for(int j = id[p], i = 0;i < N;i++)
			if(id[i] = j)
				id[i] = id[q];

		printf("%d %d are now connected\n", p, q);
	}
	return 0;
} 
Този алгоритъм е известен като алгоритъм с бързо намиране. Основата му е масив от цели числа, със свойството, че p и q са свързани т.с.т.к. p-тия и q-тия елемент от масива са еднакви.  За да изпълним обединение за p и q, итерираме по масива и за всички клетки със стойност p, променяме стойността на q. За да изпълним намиране, просто проверяваме дали посочените клетки са равни, оттук идва и името бързо намиране. Обединението от друга страна изисква проверяване на целия масив.
На следващата картинка се показани различните състояния на масива, след прочитането на всяка двойка p-q:
[image: ]
Свойство. Този алгоритъм изпълнява поне MN инструкции, за да реши задачата за свързаност с N обекта, която включва M обединения.
[bookmark: _Toc318278144]Алгоритъм 2. Решение с бързо обединение
Следващия  алгоритъм, е допълващ метод, наречен алгоритъм с бързо обединение. Базиран е на същата структура от данни – масив, индексиран по имена на обекти, но използва по-различна интерпретация на стойностите. Всеки обект сочи към друг обект от същото множество, в структура без цикли. За да определим дали два обекта се в едно и също множество, следваме указателите за всеки от тях, докато стигнем обект, който сочи себе си. Обектите се в едно и също множество т.с.т.к. този процес ги отвежда в един и същи обект. Ако не са в същото множество, стигаме до различни обекти (които сочат себе си). За да получим обединение просто връзваме единия към другия, което е и нашето обединение, оттук идва и името бързо обединение.
int i, j;
	for(i = 0;i < N;i++)
		id[i] = i;

	while(scanf("%d%d", &p, &q) == 2)
	{
		for(i = p;i != id[i];i = id[i]);
		for(j = q;j != id[j];j = id[j]);

		if(i == j)
			continue;

		id[i] = j;
		printf("%d %d are now connected\n", p, q);
	}
На следващата картинка се показани различните състояния на масива, след прочитането на всяка двойка p-q:
[image: ]
И двата алгоритъма всъщност строят дървета, които имат свойството, че два обекта са свързани в дървото т.с.т.к. са свързани и във входа на програмата. Движейки се нагоре по дървото, лесно можем да намерим корена на дървото, съдържащо определен обект, т.е. има начин да определим дали два обекта са свързани или не.
Разликата в дърветата, които строят двата алгоритъма е в това, че при дърветата за бързо намиране от всеки връх достигаме корена, като минаваме само през една връзка, докато при дърветата за бързо обединение може да се наложи да минем през няколко връзки. Това може да бъде видяно на следващата картинка:
	

	


	бързо намиране
	бързо обединение



Разликата между бързото обединение и бързото намиране със сигурност е подобрение, но бързото обединение все още има недостатъка, че не можем да гарантираме, че то е значително по-бързо от бързото намиране при всички случай, тъй като входните данни могат да са зададени така, че да направят намирането бавно.
Свойство. За M > N, алгоритъмът  с бързото обединение може да отнеме повече от MN/2 инструкции, за да реши задачата за свързаност с M двойки от N обекта.
Да предположим, че входните данни идват подредени така: 1-2, после 2-3, 3-4 и т.н. След N-1 подобни двойки имаме N обекта в едно и също множество, а дървото, което се получава от алгоритъма с бързо обединение се е изродило в линеен списък.
Как можем да подобрим алгоритъма?
[bookmark: _Toc318278145]Алгоритъм 3. Решение с претеглено бързо обединение
Вместо случайно да свързваме второто към първото дърво при операция обединение, ние следим броя на върховете във всяко дърво и винаги свързваме по-малкото дърво към по-голямото. Това изисква още един масив, но води до съществено подобрение в ефективността. 
Свойство. Алгоритъмът с претеглено бързо обединение проследява най-много 2lgN указателя, за да определи дали два от N обекта са свързани.
Следващата програма е модификация на алгоритъма с бързо обединение, добавяйки допълнителен масив sz, който съдържа броя на върховете в съответното дърво, така че обединението може да свързва по-малкото от двете указани дървета с по-голямото, като по този начин избягва създаването на дълги пътища в дърветата:
int i, j, sz[N];
	for(i = 0;i < N;i++)
		id[i] = i, sz[i] = 1;

	while(scanf("%d%d", &p, &q) == 2)
	{
		for(i = p;i != id[i];i = id[i]);
		for(j = q;j != id[j];j = id[j]);

		if(i == j)
			continue;

		if(sz[i] < sz[j])
			id[i] = j, sz[j] + sz[i];
		else
			id[j] = i, sz[i] + sz[j];

		printf("%d %d are now connected\n", p, q);
	} 
Практически този алгоритъм е почти  линеен. Т.е. отношението на времето за работа на алгоритъма към времето за четене на входа е константа.
[bookmark: _GoBack]Полза от тази оптимизация има само ако N е много голямо число, например 108, за по-малки стойности оптимизацията почти не води до подобрение на бързодействието на алгоритъма.
	

	


	претеглено бързо обединение
	претеглено бързо обединение (най-лошия случай)



[bookmark: _Toc318278146]Алгоритъм 4. Решение с претеглено бързо обединение и компресия на пътя
Най-добрия начин да подобрим алгоритъма с претеглено бързо обединение е всеки връх да сочи директно към корена. Разбира се не искаме да сменяме голям брой указатели, както правихме в алгоритъма с бързо обединение. Ще приложим метод, наречен компресия на пътя, като по време на обединението просто добавим още едно преминаване по всеки път, задавайки полето id на всеки срещнат връх да сочи към корена. Цялостния резултат е почти напълно да изравним дърветата, приближавайки идеалното постижение на алгоритъма с бързо намиране.
int i, j, sz[N];
	for(i = 0;i < N;i++)
		id[i] = i, sz[i] = 1;

	while(scanf("%d%d", &p, &q) == 2)
	{
		for(i = p;i != id[i];i = id[i])
			id[i] = id[id[i]];
		for(j = q;j != id[j];j = id[j])
			id[j] = id[id[j]];

		if(i == j)
			continue;
		if(sz[i] < sz[j])
			id[i] = j, sz[j] + sz[i];
		else
			id[j] = i, sz[i] + sz[j];

		printf("%d %d are now connected\n", p, q);
	}
	


	компресия на пътя


 
Ето как би изглеждало компресирано дърво за 100 случайно генерирани обекта. 
[image: ]
Това, което се забелязва е, че всеки връх е на разсояние 2 или най-много 3 от корена.
[bookmark: _Toc318278147]Алгоритъм на Крускал за намиране на минимално/максимално покриващо дърво
Даден е неориентиран граф G(V, E), в който ребра (I,j) съществува т.с.т.к е възможно да се построи мост между върховете I и j. Търси се покриващо (обхващащо) дърво с минимална сума от теглата участващите в D ребра. Покриващо дърво с такова свойство се нарича минимално покриващо дърво (МПД):

[image: ]
За намирането на МПД се използва два известни алгоритъма: На Прим и на Крускал. Алгоритъмът на Прим е със сложност O(V2), ако графа е представен с матрица на съседство, докато този на Крускал е със сложност O(ElogE + VlogV), използвайки списък на съседите. Ще разгледаме този на Крускал:
1. Сортираме ребрата по теглата им във възходящ ред (ако търсим максимално покриващо дърво, сортираме ребрата в низходящ ред). 
2. Създаваме V множества, като i-тото съдържа i-тия връх в графа.
3. Създаваме празно дърво T, което след приключване на алгоритъма ще бъде МПД.
4. Последователно V-1 пъти добавяме ребро (I,j), към Т, ако са изпълнени следните условия:
a. Теглата на реброто е възможно най-малко
b. I и j принадлежат на различни множества
След всяко добавено ребро (I,j) обединяваме множествата, в които се намират.
Процесът на изграждане на дървото приключва след успешно добавяне на V-1 ребра. Ако след приключване на алгоритъма в Т няма V-1 ребра, това означава че МПД не може да се построи!
Сложността на алгоритъма се определя от две неща. Първото е, как ще сортираме ребрата и второто как ще определяме дали два елемента принадлежат на едно и също множество. Сортирането става със сложност O(ElogE), използвайки библиотечната функция sort. За проверка дали два елемента принадлежат на едно и също множество и обединението на две множества на стъпка четири ще използваме споменатите по-горе техники. По-точно ще използваме компоненти на свързаност, добавяйки ново ребро към графа, ще обединяваме двете дървета, съответстващи на двете компоненти. Проверката дали два върха са в една и също компонента правим като сравним корените на дърветата, отговарящи за компонентите, в които се намират върховете. Достигането на корена на дърво става за O(logV) стъпки. Ние ще пробваме V-1 пъти да добавяме ребро т.е. сложността на целия алгоритъм е O(ElogE + VlogV). Следва пълната реализация:
#include <stdio.h>
#include <vector>
#include <algorithm>
#include <memory.h>
using namespace std;

#define NO_PARENT -1
#define MAXV 10005
#define MAXE 100100

int V, E, t, mst;
vector <pair <int, int> > T;
int prev[MAXV];

struct Eg{
	int u, v, cost;
	bool operator <(const Eg &e) const { return cost < e.cost;	}
}edg[MAXE];

void init()
{
	mst = 0;
	T.clear();
	memset(prev, -1, sizeof prev);
}

void read()
{
	scanf("%d%d", &V, &E);
	for(int i = 0;i < E;i++)
		scanf("%d%d%d", &edg[i].u, &edg[i].v, &edg[i].cost);
}

int getRoot(int i)
{
	int r;
	for(r = i;r != prev[r];r = prev[r])
		prev[r] = prev[prev[r]];
	return r;
}

void solve()
{
	sort(edg, edg + E);

	for(int i = 0;i < V;i++)
		prev[i] = i;

	int r1, r2, e, cnt = 0;
	for(e = 0;e < E;e++)
	{
		r1 = getRoot(edg[e].u);
		r2 = getRoot(edg[e].v);
		if(r1 == r2)
			continue;

		prev[r2] = r1;

		mst += edg[e].cost;
		T.push_back(make_pair(p, q));

		if(cnt++ == V - 1)
			break;
	}

	if(cnt != V - 1)
		printf("-1\n");
	else
	{
		printf("%d\n", mst);
		for(int i = 0;i < T.size();i++)
			printf("%d %d\n", T[i].first + 1, T[i].second + 1);
	}
}

int main()
{
	scanf("%d", &t);
	while(t--)
	{
		init();
		read();
		solve();
	}
}
Показания алгоритъм (без частта му за извеждане на самите ребра, участващи в МПД) се използва за решаване на задачата, със строене на пътищата и може да бъде тествано тук - http://www.milo0.eu/spoj0/contests.pl?contest_id=129.  
[bookmark: _Toc318278148]Най-къси пътища в граф
Алгоритмите на Форд-Белман, Флойд и Дийкстра се основават на неравенството на триъгълника: сумата от дължините на кои да е две страни на триъгълника е по-голяма от дължината на третата му страна.
[bookmark: _Toc318278149]Алгоритъм на Дийкстра за намиране на най-къс път от даден връх до всички останали
Алгоритъмът на Дийкстра намира най-къс път от даден връх до всички останали върхове в граф с положителни цени по ребрата.  
Вече разгледахме реализация на алгоритъма на Дийкстра, използваща списък на съседите и приоритетна опашка, което доведе до сложност по времеO((V + E) log V) и O(V + E) по памет, където Е е броят на ребрата, а V е броят на върховете.
[bookmark: _Toc318278150]Алгоритъм на Форд-Белман за намиране на най-къс път от даден връх до всички останали
Дийкстра работи при условие, че дължините на дъгите са неотрицателни. Ще опишем по-общ алгоритъм, който работи и в случай, че някои от дъгите имат отрицателни дължини, със сложност O(V3), когато графа е представен с матрица на теглата.
Приемаме, че графа е зададен с матрица на теглата, където A[i][j] е цената на пътя от връх I до връх j, когато между два върха няма път то в A[i][j] слагаме много голяма стойност, имаща смисъла на +безкрайност. Въвеждаме масив D[], с първоначално инициализирани елементи D[i] = A[s][i], за всяко i. В края на алгоритъма D[i] ще съдържа минималното разстояние от s до всеки друг връх i. 
1. Опитваме да оптимизираме стойността на D[i], за всеки връх i по следния начин:
За всяко j, aко D[i] > D[j] + A[j][i], присвояваме D[i] = D[j] + A[j][i].
2. Повтаряме стъпка 1 n-2 пъти.
Както вече беше споменато този алгоритъм е валиден за графи с произволни тегла на ребрата. При наличието на отрицателен цикъл обаче, не може да се говори за минимален път. Ако след приключването на работата на този алгоритъм за някоя двойка върхове (i,j) е изпълнено,  че D[i] > D[j] + A[j][i], то графът съдържа отрицателен цикъл. Последното може да се окаже полезно. 
Подобна реализация може да се намери в глава 5 от „Програмиране++=Алгоритми“
Ако графа се представи със списък на съседите, то сложността на алгоритъма е O(VE). Подобна реализация може да се намери в глава 4 от „Competitive Programming“.
[bookmark: _Toc318278151]Алгоритъм на Флойд за намиране на най-къс път между всеки два върха в граф
С алгоритъмът на Флойд се намират дължините на най-късите пътища между всички двойки върхове, със сложност O(V3). Този алгоритъм се използва за по-малки графи, например V < 500. 

inline void min (int &a, int b)
{ 
	if (b < a) 
		a = b; 
}

void floyd()
{
	int i, j, k;
	for (k = 0; k < n; k++)
		for (i = 0; i < n; i++)
			if (A[i][k] < INF)
				for (j = 0; j < n; j++)
					min(A[i][j], A[i][k] + A[k][j] + V[k]);
}
 
След изпълнението на алгоритъма в A[i][j] ще е съхранен най-късия път между всяка двойка върхове (I,j), ако такъв съществува или INF (първоначално всяко A[i][j] е инициализирано с INF) в противен случай.  
[bookmark: _Toc318278152]Най-близки 4 върха в граф
За решението на тази задача първоначално ще пресметнем всички най-къси пътища в графа, използвайки алгоритъма на Флойд. След като сме пресметнали всички най-къси пътища можем да пуснем четири вложени цикъла (по един за всеки връх) и да пресмятаме шестте разстояния. Такъв алгоритъм обаче е крайно неефективен без някои оптимизации. Най-елементарни разсъждения могат да ускорят алгоритъма значително. Да разгледаме следното решение:
for(i = 0;i < n;i++)
{
	for(j = i + 1;j < n;j++)
	{
		if(A[i][j] >= dmin)
			continue;

		for(k = j + 1;k < n;k++)
		{
			d = A[i][j] + A[j][k] + A[i][k];
			if(d >= dmin)
				continue;

			for(l = k + 1;l < n;l++)
			{
				cur = d + A[i][l] + A[j][l] + A[k][l];
				if(cur < dmin)
				{
					dmin = cur;
					v1 = i;
					v2 = j;
					v3 = k;
					v4 = l;
				}
			}
		}
	}
}

Нека в променливата dmin пазим най-малкото разстояние, намерено до момента. Очевидно няма никакъв смисъл да въртим всички възможни четворки от върхове (I, j, k, l) ако разстоянието от i до j  e по-голямо от dmin, за всяко (I,j). Същото е валидно и за тройките (I,j,k). Показаното решение решава задачата, вмествайки се във времевото ограничение. 
Решения на задачата (с и без показаните оптимизации) може да бъдат тествани тук - http://www.milo0.eu/spoj0/submit.pl?problem_id=299.  
По-задълбочен анализ на задачата може за намерите тук - http://infoman.musala.com/magazine/archive/issue17/4vurha.pas.html
[bookmark: _Toc317874100][bookmark: _Toc318278153]Брой на точките във вътрешността или по контура на многоъгълник

Задачата е давана на International Programming Contest, April 19, 2003, Blagoevgrad, зад D - 
 http://www.math.bas.bg/~nkirov/2003/contestSWU/HTMLS/taskD.htm.
За решаването на задачата ще използваме следната зависимост за между лицето на многоъгълника и броят на точките с целочислени координати (наричани просто точки за в бъдеще) по контура и във вътрешност му. Ако означим лицето на многоъгълника с A, броят на точките по контура с B, броят на точките във вътрешността с I, то имаме следната зависимост.
A = 1/2 B + I - 1
Има лесни алгоритми, с които може да намерим броят на точките по контура на многоъгълника, както и неговото лице. Веднъж намерили ги може да изразим броят на точките във вътрешността и така да решим задачата.
Лицето на многоъгълника ще намерим използвайки алгоритъм със сложност O(N), който работи като сумира следното произведение(xj - xj+1) * (yj + yj+1) за всяко j = 1, 2, ..., N (N+1 е еквивалентно на 1). Сумата която образувахме взета по абсолютна стойност е равна на удвоеното лице на многоъгълника.
Намирането на точките по контура ще извършим като намерим точките върху всяка страна и прибавим N (точите по ъглите на многоъгълника). Броят на точките върху една отсечка е равен на най-големия общ делител на разликите в x и y координатите на двете точки, краища на отсечката минус едно. Тоест имаме сумата на gcd(|xj-xj|, |yj-yj|) - 1, за всяко j = 1, 2, ..., N (N+1 е еквивалентно на1). В горната формула с gcd сме означили функцията за намиране на най-голям общ делител.
#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define MAXN 10010

struct Point{
	int x, y;
}ps[MAXN];


int n, tc;
int gcd(int a, int b)
{
	int t;
	while (b){
		t = b;
		b = a % b;
		a = t;
	}
	return a;
}

int border()
{
	int i, b;
	for (i = b = 0; i < n; i++)
		b += gcd(abs(ps[i].x - ps[i+1].x), abs(ps[i].y - ps[i+1].y));
	return b;
}

int area2()
{
	int i, a;
	for (i = a = 0; i < n; i++)
		a += (ps[i].x - ps[i+1].x) * (ps[i].y + ps[i+1].y);
	return abs(a);
}

void solve()
{
	int i, a2, b;
	ps[n] = ps[0];

	a2 = area2();
	b = border();
	i = (a2 - b + 2) / 2;

	printf("%d\n", b + i);
}


int main()
{
	while(true)
	{
		scanf("%d", &n);
		if(n == 0)
			break;
		for (int i = 0; i < n; i++)
			scanf("%d%d", &ps[i].x, &ps[i].y);
		solve();
	}
	return 0;
}
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